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1 座標平面上に楕円 C : x2 +
y2

4
= 1と 2点 A(0,

√
3)，B(0, −

√
3)がある．m > 0とし，点 Aを通る傾きmの

直線を ℓとする．楕円 C と直線 ℓとの二つの交点を P，Qとし，2点 P，Qの x座標をそれぞれ α, β (α > β)

とする．
（1）α+ β と αβ をそれぞれmを用いて表せ．
（2）線分 PQの長さをmを用いて表せ．
（3）線分 BPと線分 BQの長さの和が 5であるとき，線分 PQの長さを求めよ．また，そのときのmの値を求

めよ．
（4）mが (3)で求めた値であるとき，△BPQの面積を求めよ．

2 （1）関数 f(x) =
1√

1− x2
(−1 < x < 1)の導関数を求めよ．

（2）0 ≦ x ≦ 1

2
において，不等式 1√

1− x2
≧ 1 +

x2

2
が成り立つことを示せ．

（3）定積分
∫ 1

2

0

dx√
1− x2

dxの値を求めよ．
（4）円周率 π についての不等式 π > 3.125を示せ．

3 α = cos
2π

11
+ i sin

2π

11
，β = cos

2π

11
− i sin

2π

11
とし，

A = α+ α3 + α4 + α5 + α9, B = β + β3 + β4 + β5 + β9

とおく．ただし，iは虚数単位とする．
（1）α11 + β11 と α2 − β9 の値をそれぞれ求めよ．
（2）A+B の値を求めよ．
（3）AB の値を求めよ．
（4）A−B の値を求めよ．

4 eを自然対数の底とする．x > 0の範囲で指数関数 y = ex と多項式関数 y = xn (nは自然数)を比較する．
（1）自然数 nに対し，関数 y =

ex

xn
(x > 0)の最小値 an とそのときの xの値を求めよ．また，y =

ex

xn
のグラ

フが下に凸であることを示せ．
（2）正の定数 aに対し，x > 0の範囲での関数 y = ex のグラフと関数 y = axn のグラフの共有点の個数を求

めよ．
（3）(1)で求めた an を用いて fn(x) =

ex

anxn
とおき，fn(x) = fn+1(x)を満たす xを xn とする．xn を求めよ．

（4）(3)で求めた xn に対して n < xn < n + 1を示し，さらに不等式
(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

を証明
せよ．

5 nを 0以上の整数とする．区間 1 ≦ x ≦ π で定義された関数 fn(x) =
sin

2n+ 1

2
x

2 sin
x

2

および定積分

In =

∫ π

1

fn(x)dx について，以下の問いに答えよ．
（1）正の整数 k に対して fk(x)− fk−1(x)を計算せよ．
（2）正の整数 nに対して

n∑
k=1

sin k

k
を In を用いて表せ．

（3）極限 lim
n→∞

In を求めよ．

（4）無限級数
∞∑
k=1

sin k

k
の和を求めよ．
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